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EINLEITUNG 
Es ist das Ziel dieser Arbeit, einige Aussagen iiber die Zerlegungszahlen der 
Suzukigruppen fur alle Primteiler der Gruppenordnung zu machen. Da die 
Sylow-p-Untergruppen fiir ungerades p zyklisch sind, ist der eigentlich interes- 
Sante Fall die Primzah12. Hier liegen fast alle Charaktere im l-Block, so da13 man 
ohne die Kenntnis der irreduziblen Moduln (tiber einem Zerfallungskorper 
der Charakteristik 2) nicht mehr auskommt. Diese wurden in einer Arbeit von 
Martineau beschrieben (siehe [2]). 
Nachdem wir in Abschnitt 1 einige fiir unsere Zwecke notwendige Aussagen 
iiber Struktur und Charaktertafel der Suzukigruppen gemacht haben, best&men 
wir in Abschnitt 2 die Zerlegungsmatrizen fiir die ungeraden Primteiler. Wir 
verwenden dabei eine weitere Arbeit von Martineau [3], in der er die Einteilung 
der komplexen irreduziblen Charaktere in Blijcke beschreibt. In den nachsten 
beiden Abschnitten untersuchen wir den Fall p = 2. In Abschnitt 3 betrachten 
wir die Tensorprodukte des Steinbergmoduls mit den irreduziblen Moduln und 
berechnen, wie diese Tensorprodukte in die direkte Summe von direkt unzer- 
legbaren Projektiven aufspalten. In Abschnitt 4 werden dann Formeln fur die 
Zerlegungszahlen hergeleitet, mit deren Hilfe wir in Abschnitt 5 die Zerlegungs- 
matrizen fur die kleinsten Suzukigruppen explizit angeben. 
1. STFWKTUR UND CHARAKTFXTAFEL 
Wir wollen in diesem Abschnitt das fiir uns Wichtige iiber die Struktur der 
Suzukigruppen sagen und ihre Charaktertafel angeben. 
Als Untergruppe der Gruppe GL(4, q) wird S’s(q) erzeugt von: 
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Einer Sylow-ZUntergruppe S, bestehend aus allen Matrizen der Gestalt: 
s(cr, T) = u, 
i 
1 
CT@ T@ 1 
7 u U 1 
++l + d7 + + d+l + T d 1 I 
mit U, 7 E GF(q). 
Einem Komplement H,, von S in Arc(S), bestehend aus den Matrizen 
mit 5 E GF(q)\{O} und der Matrix 1 t= 1 [ 1 1 1 
Dabei ist q = 22n+1, n > 1, *e = c2”. (Siehe [2].) 
Es gilt / Sz(q)I = p2(q - l)(q2 + 1). Die S uzukigruppe enthalt zyklische 
Halluntergruppen Hs , HI , H, der Ordnungen q - 1, q + r + 1, q - r + 1 
mit y2 = 2q. Die Gruppen Hi sind selbstzentralisierend und es gilt [N&H,) : 
H,,] = 2, [N,(H,) : Hi] = 4 (i = 1, 2). 1st 1 # U Untergruppe von Hi , so 
gilt C,(U) = Hi , No(U) = iV,(H,) und U n Ux = U oder (1). (Siehe [4].) 
Wir wollen nun die Charaktertafel der Gruppe Sz(q) angeben (Siehe [3]). 
Es seien X, y, Z, f und t Elemente der Ordnungen q - 1, q + r + 1, q - r + 1, 
4 und 2. Seien w, 5 und 7 primitive (q - I)-te, (q + Y + 1)-te bzw. (q - r + l)- 
te Einheitswurzeln. Setze cd = td + {-” + [qd + [-qd und 8, = ve + T+ + 
ye + pe. 
1 Xa yb zc t f f-’ 
1 1 1 1 1 1 1 1 
= !z2 1 -1 -1 0 0 0 
r, rk? - 1)/2 0 1 -1 -r/2 ri/2 -42 
r2 r(q - 1)/2 0 1 --I --r/2 -d/2 ri/2 
Q, q2+ 1 wSQ + f.I-sa 0 0 1 1 1 
0, (P - 1x!? - y + 1) 0 --<lb 0 r-1 -1 -1 
4 (!I- l)(q+~+ 1) 0 0 -S”, -r-l -1 -1 
l G”a,sG(!Z-2)/2,1 <b,l<(q+r)/4,1 <C,U<(q-r)/4, i= -1112. 
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2. DIE ZERLEGUNGSZAHLEN FCR UNGERADE PRIMTEILER 
Wir unterscheiden hier die drei Fallep 1q - 1,p 1 q + t + 1 undp 1 q - r + 1. 
Die Sylow-p-Untergruppe liegt jeweils ineiner der zyklischen Halluntergruppen 
Hi . In allen drei Fallen gibt es nur Blocke vom Defekt 0 und vom maximalen 
Defekt. 
(4 Plq-1: 
(2.1) Die Churaktere r, , 9, und A, liegen i B&i&z vom Defekt 0. 
(2.2) Die Chmaktere 52, und Q, liegen genau dann im selben Block, wenn 
s = &k mod(m), und der l-Block besteht aus den Churakteren 1, 17 und &,, 
(1 = 1, 2 ,... ) Dabei ist m dejiniert durch q - 1 = Pam, (p, m) = 1. (Siehe [3]) 
(2.3) Der Brauerbaum des I-Blockes hut die Form 
Die Zerlegungsmatrizen xu den vom l-Block verschiedenen B&ken vom maximalen 
Defekt sehen folgenderma&n aus: 
Fiir die beiden anderen Falle verwenden wir den folgenden Satz (Siehe [3].) 
(2.4) Gilt .p I q2 + 1, so bleiben die Chmaktere I’, bei Konstantenreduktion 
irreduxibel. 
(b) plq+r+ 1: 
(2.5) Die Charaktere 8, und A, liegen in Bliicken vom Defekt 0. 
(2.6) Die Churaktere Or und 0, liegen genuu dann im selben Block, wenn 
1 = ,f,k oder &qk mod(m), und der l-Block besteht aus den Charakteren 1, II, 
r, , I’, und O,, (1 = 1,2 ,... ) Dabei ist m definiert durch q + r + 1 = porn, 
(P,m) = 1. 
(2.7) Der Brauerbaum des I-Blockes hat die Form 
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(2.8) Die Charaktere Q, und 0, liegen in Bliicken vom Defekt 0. 
(2.9) Die Charaktere A, und A, liegen genau dann im selben Block, wenn 
u E &k oder -&qk mod(m), und der I-Block besteht aus den Charakteren 1, IT, 
r, , I’, und A,, . Dabei ist m definiert durch q - I + 1 = pam, ( p, m) = 1. 
(2.10) Der Brauerbaum des 1-Blockes hat die Form 
3. TENSORPRODUKTE DES STEINBERGMODULS MIT DEN IRREDUZIBLEN MODULN 
Beziiglich der Darstellung von Sz(q) als 4 x 4-Matrizen sei V, der so 
definierte natiirliche vierdimensionale Modul. VI ,,.., V , seien die dazu 
algebraisch konjugierten Moduln. Dann gilt der folgende Satz (Siehe [2]): 
(3.1) Der Modul zur I-Darstellung ddie q - 1 nithtleeren T sorprodukte 
Vi, 0 *.. @ Vi8 , 0 < i1 < iz < * ‘. < i, < 2n sind gerade die siimtlithen 
irreduziblen F[Sx(q)]-Moduln. (F = Zerfiillungskorper der Charakteristik 2) 
(3 2) DEFINITION. Es sei F: = (0, l,..., 2n} und I = (ir ,..., i } CF. Wir 
bezeithrzen den Modul Vi1 @ .- ’@ Vi8 mit VI und den dazugehorigen Brauer- 
tharakter mit /3, . Der projektive F[Sz(q)]-Modul mit Kopf V, werde mit PI 
bezeichnet, sein Brauercharakter mit @, . 
Wir definieren die Matrix A = (aIJ) durch 
PF 0 VI = @ aIJp,. W) 
.I 
Wir wollen die Matrix A fiir die Gruppen Sz(q) angeben. Dazu fiihren wir die 
Zahlen b,JJK ein: 
PI * BJ = c hPK. W) 
K 
Zwischen den Zahlen a,, und b IIR gilt bekanntlich die Beziehung 
aIJ = b IJF - (F3) 
Da wir die Moduln PI noch nicht kennen, berechnen wir die Zahlen b,Jr. 
Dazu verwenden wir die folgende Beziehung 
PIi1 * P(i) = 4 x l + Bk+l) + 2PCi+n+l) (0 < i < 2n). 074) 
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Dabei wird mit den Indizes modulo 2n + 1 gerechnet. Aus der Definition von /11 
folgt fir * ~3~ = fl&r,, . Es gilt somit 
Es ist klar, daD fiF nicht in plpJ stecken kann, wenn I u J # F gilt. Wir brauchen 
wegen (F5) deshalb nur die Produkte fi&, , also die Zahlen bFrF, zu betrachten. 
Sei nun I = {il ,..., Q. Dann gilt 
pFt% = Is,’ fr (4 x 1 + &t,+l} + 2fi{i,+n+11)a 
j=l 
(Dabei sei I’ das Komplement von I in F.) 
Die Frage lautet nun: Gibt es ein s-Tupel (ci ,..., c,) mit ci E {I, n + l}, so 
dal3 {ir + c, ,..., i,+ C8} = I gilt? 
(3.3) DEFINITION. Wir nennen eine Menge I = {ir ,..., i,} abgeschlossen, 
wenn es ein s-Tupel (ci ,..., c,) mit ci E {I, n + l} gibt, so da13 I = {ir + cr ,..., 
i, + c,} gilt. 
Sei nun I eine abgeschlossene Menge und (ci ,..., cJ ein s-Tupel gemal3 obiger 
Beschreibung. Die Abbildung v: I -+ I mit v(zJ = & + cj ist ein Element aus 
der symmetrischen Gruppe 6, . Wir betrachten die Zyklenzerlegung von Y. Sei 
I = 2, v 2, U a** u 2, mit 1 Zi j = Zi die Zerlegung von I in Bahnen. Wir 
betrachten die Bahn 2, der Lange Z1 . 
Wir wlihlen ir E 2, und setzen ilvk = ii, . Dann gilt ii = ii, + qr mit 
Cjn E (1, n + l}. Von den Z1 Zahlen cjs seien a, Stuck gleich l%nd Zr - ui Stuck 
gleich n + 1. Es folgt 
a, + (I1 - al)(n + 1) = 0 mod(2n + l), 
2u,(n + 1) + (I1 - ul)(n + 1) = 0 mod(2n + l), 
(Z1 + uJ(n + 1) = 0 mod(2n + l), 
(I1 + a,) = 0 mod(2n + 1). 
Aus Zr = a, folgt sofort 2, = I = F. 1st I # F also insbesondere 2, # F, so 
gilt a, < Zr < 2n + 1 und somit I, + a, < 2(2n + 1). Es folgt Z1 + a, = 
2n + 1. Insbesondere gilt Zr 2 n + 1, so daR es nur eine Bahn geben kann, 
also I = 2, . Wir haben somit das Zwischenergebnis 
(3.4) Ist I ubgeschlossen, so gilt 1 I 1 > n + 1. 
Wir wollen nun die abgeschlossenen Mengen etwas besser beschreiben. 1st 
eine Menge I abgeschlossen, so erfiillt sie die folgende Eigenschaft 
(E) FiiruZZei~IgiZt:i+l~Ioderi+n+l~I. 
Man kann nun leicht zeigen, dal3 such die Umkehrung gilt. 
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(3.5) Die Teilmenge I erfiille die Eigenschaft (E). Dann ist I abgeschlossen. 
Beweis. Die Teilmenge I = {ir ,..., i } erftille (E). Wir definieren dann ein 
s-Tupel (cr ,..., c ) wie folgt. 
i 
n+l falls 
Cj = 
ij + 12 + 1 E I, 
1 sonst .
Dann gilt auf jeden Fall {ir + cr ,..., i + cs} _C I. Wir nehmen an, es sttinde 
nicht das Gleichheitszeichen. Da n gibt es Elemente ii, i,, ij, aus I mit c3r = 1, 
cjl = n + 1 und ij, + cjl = ij, + cjp = ij 3. Daraus folgt jedoch ij, + n + 1 = 
ij, EI im Widerspruch zur Wahl von cj . 
Urn die Zahlen bFIF zu berechnen: mtissen wir wissen, wieviele s-Tupel 
(Cl ,***, cs), mit {il + c1 ,..., ‘s z + c,> = I es gibt. Dazu der folgende Satz. 
(3.6) Sei I C F abgeschlossen. Du n gibt es genuu ein s-Tupel (cl ,..., cs) mit 
t+ 
c, ,..., i + c,} = I. Fiir I = F gibt es genau zwei (2n + 1) Tupel, timlich 
,..-, 1)und (n + l,..., n + 1). 
Beweis. Sei I = {i r,..., i }. Es gibt auf jeden Fall das im Beweis von (3.5) 
beschriebene s-Tupel (cr ,. . . , c,). Angenommen, es gibt ein davon verschiedenes 
s-Tupel (ci ,..., c:). Setze Ir = {ii 1ij EI und ci # ci}. Es gilt o # II , da beide 
s-Tupel verschieden sind. Aus der Wahl der cj folgt auBerdem, daB cj = n + 1 
und ci = 1 fiir alle ij aus II gilt. Fiir I, : = {ij + cj 1 ij E11} = {ij + cj 1 i, E II} 
gilt dann I, = (i + n 1 i E I,}. Wegen o # I, folgt daraus, daO Is = F gilt. 
Daraus folgt die Behauptung. 
Damit haben wir die Werte von bFIF berechnet. Mit obigen Bezeichnungen 
gilt namlich bFIF = 2z1-a1. Unter Berticksichtigung von l1 + a, = ) F j und 
l1 = 1 I / erhalten wir b, = 221+IFI. 
Beachten wir nun die Beziehungen (F3) und (F5), so konnen wir die Werte 
von a, hinschreiben. 
(3.7) Wir bezeichnen die Menge der abgeschlossenen Teilmengen von F mit 9X. 
Die Zahlen al, nehmen die folgenden Werte an: 
'0 fiir Iu J #F, 
0 fiir Iv J=F,In J$rU, 
a,, = ( 1 fiir J = I’ = F\I, 
22l’“JI-IFI fiir Iv J=F,In J.s2l, 
\c?+ 1 fiir I = J = F. 
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Die Matrix A = (Q) hat demnach folgende Gestalt: 
A= 
Wegen det(A) = 1 ist die Matrix ganzzahlig invertierbar, und man kann die 
Inverse direkt hinschreiben. 
a j;l) 
A-1 = _- 
0 . 
1 
1 O 
0 . 
19 
1 O 
0 
0 
0. 1 
1 O 
-- 
0 . 
1. 
1 O 
aIJ 
Dabei gilt uj~‘) = --apJ’ , 
4. DIE ZERLEGUNGSZAHLEN FUR p = 2 
Wir wollen in diesem Abschnitt Formeln fiir die Zerlegungszahlen der 
Suzukigruppen zur Primzah12 angeben. Wir definieren dazu erst einige andere 
GriiDen. 
(4.1) DEFINITION. Die Zahlen a,j, b,g und crj seien definiert durch: 
a-z 
mit (h,) = ii0 , 
mit {h,) = RI , 
mit (&) = I?s, 
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wobei Ho , HI bzw. Hs die zyklischen Halluntergruppen der Ordnungen q - 1, 
q + r + 1 bzw. q - r + 1 sind. 
(4.2) Es gilt 2aF = b,‘J + cl0 fiir I # F. 
Beweis. 1st fl = C n$?, ein Brauercharakter, so gilt die Beziehung: 
(Siehe [ 1; Theorem 60.31) 
Wir setzen /? = fll mit I # F, dann gilt 0 = n, = (PI , @jr)‘. Schreibt man das 
Skalarprodukt auf den 2’-Elementen aus und fasst die Terme gee&net zusammen, 
wobei man verwendet, dal3 die Gruppen Sz(q) eine Partition besitzen, so erh%lt 
man (beachte /3r = @r) 
o = nF = #I > SF)& + t(f% 9 pF)& + g@,, fiF)H, - (4 + 1) PI(~). 
Unter Verwendung von a(x) = n(x) fiir alle 2’-Elemente x berechnen wir die 
einzelnen Skalarprodukte und erhalten 
(/?I, bF)Hs = -+I0 + (4 + r + 1) f%(l)* 
In obige Formel eingesetzt ergibt das 
0 = +a? - $b,O - $c10 also 2q” = bp + c,O. 
(4.3) Esgilt a10 = a,, + a,, . 
Beweik. Fiir I = F wissen wir das. Fiir I #F gilt aln = 0. Also zeigen wir 
a,O = a,, fiir I f F. Wir haben die Beziehung a,, = (/IFpI, /?r)‘. Formen wir 
die rechte Seite wieder urn wie in (4.2), so erhalten wir 
Man berechnet fiir die einzelnen Skalarprodukte 
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Oben eingesetzt erhalten wir 
a,, = &a10 + $bjJ + &c/J = a,O. 
(4.4) Es gilt 
a-212 
c a4 = i=l J 
i=l 
‘r (1 a,d,,~) . 
Beweis. Zum Beweis obiger Formel benutzen wir die folgenden, auf den 
2’-Elementen giiltigen, Relationen. 
Die obigen Relationen ergeben natiirlich Beziehungen zwischen den Zerlegungs- 
zahlen der Charaktere, die wir such hinschreiben wollen, da wir sie stets 
benutzen. 
a-212 a-w/4 a--r/4 
dl~ + 1 dw = c &,.r + 1 d/,&J, 
i=l 1=1 k=l 
atrl4 a--r/4 
c doiJ = drl, + C Lg. 
Li=l k=l 
(1) 
(2) 
Man sieht daraus such, daI3 die Charaktere sZi , @*, A, und l7 als komplex- 
wertige Funktionen auf den 2’-Klassen linear unabhangig sind. 
Wir benutzen die folgende, auf den 2’-Elementen gtiltige Gleichung 
wobei ?P, die samtlichen irreduziblen komplexen Charaktere seien. Wir be- 
trachten die Werte der beiden Seiten obiger Gleichung auf dem l-Element. 
a-2 
ww(1) =q2 -h(l) = q2 *c 4 
i=o 
a-212 
= q2aIo + 2q2 C a+. 
i=l 
+ c (c w&l&J) (4- l)(P + r + 1). 
k J 
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Dabei wurde verwendet, daf3 die Charaktere hOi und &’ von H,, in L%(q) kom- 
jugiert sind, also af = UT-~-~ gilt. 
G (5 wk) y&J 
Mit (4.3) folgt die Behauptung. 
(4.5) Es gilt d,,, = XI a>;“~ i 1 I’
Bewis. Wir gehen wieder von der Gleichung (3) aus und vergleichen die 
Werte beider Seiten auf den Elementen A+. (H,, = (x)) 
a-212 
Q-212 
= up + c u,Q-2,(x@). 
i-1 
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= (aI0 + u,~) + ‘g; (T a,d,j,) J-Ux”). 
Mit (4.3) folgt 
Diese Gleichung zusammen mit (4.4) zeigt, daD die Funktionen Ci a$& und 
C( (G afJdniJ) Q auf allen 2’-Elementen iibereinstimmen. Koeffizientenvergleich 
liefert die Behauptung. 
Wir wollen analoge Formeln such fiir die Zerlegungszahlen der Charaktere 
Qj und II, angeben. Da die Beweise %hnlich wie oben zu ftihren sind wollen wir 
sie weglassen. 
(4.7) 
(4-g) 
-cp = aI0 - aIF - 2 (c +rlJ), 
.I 
c CI” = C (C aAd), 
k 
(4.9) 
(4.10) 
Wir geben nun die entsprechende Formel fiir die Zerlegungszahlen der Charak- 
tere I’i an. Wir definieren e,O durch era = (cIo - b,O)/4. Aus (4.6) und (4.9) folgt 
dann 
d,,, = c a$;‘)elo. (4.12) 
I 
Da abgeschlossene Teilmengen I mindestens die Machtigkeit n + 1 haben, 
fOl@ aUS (3.7), daI3 a,, = lrzr 8 fiir 111 < n gilt. Wir haben somit fiir 1 I 1 < n 
die Beziehungen 2aI0 = b,O + cro und aIo = aIra + a,, = S,, . Daraus folgt 
432 R. BURKHARDT 
b,D = c; = 6,, . Es gilt somit e,‘J = 0 fur / I / < n, d.h. dri, = e;. = 0 fur 
III >n. 
5. BEISPIELE 
Wir wollen in diesem Abschnitt die Matrix A und die Zerlegungsmatrix D fur 
0 
0 
1 
2 
01 
02 
12 
F 
die zwei kleinsten Suzukigruppen angeben. 
Die Matrix A = (al,) fiir Sz(8) 
mo 1 2 01 02 12 F 
I- 
1 
1 
1 
1 2 
I 2 
1 2 
2 2 2 9 - 
Die Zerlegzmgsmatrix van Sz(8) 
0 0 1 2 01 02 12 
-1 
2 1 1 1 
5 3 2 2 1 1 
5 2 3 2 1 1 
522311 
3 1 2 1 1 
3 1 1 2 1 
3 2 1 1 1 
7333111 
Die Cartanmatrix 0071 Sz(8) 
0 0 1 2 01 02 12 F 
160 72 72 72 20 20 20 
72 34 32 32 10 8 9 
72 32 34 32 8 9 10 
72 32 32 34 9 10 8 
I I 
20 10 8 9 4 2 2 
20 8 9 10 2 4 2 
20 9 10 8 2 2 4 
1 
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Die Zerlegungsmatrix von Sz(32) 
0 0 1 2 3 4 01 12 23 34 04 02 13 24 03 14 
QI 
% 21107886322233141 
J-4 25 9 8 99 7 22 3 22 3 3 3 22 
@I 1563863122111 41 
@s 
i 21 9 8 6 7 5 2 2 1 1 2 4 3 1 1 1’ 
19 6 6 7 7 7122 2 2112 3 3 
4 27 10 9 9 10 9 3 2 2 3 3 3 2 4 3 1 
4 31 10 10 10 10 10 2 2 2 2 2 3 3 3 3 3 
ri 42222211111 
433 
012 123 234 034 014 013 124 023 134 024 0123 1234 0234 0134 0124 
-1 1 1 2 1- 
1 1 2 1 
1 1 1 1 1 1 1 
1 2 1 
1 1 1 1 1 
-: 
1 1 2 1 1 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 
Fiir I C F setze I+ := {i + 1 1 i E I}. Die anderen Zerlegungszahlen ergeben 
sich dam aus der Beziehung 
fiir ZJ E (52, 8, A}. 
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